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Suppose we are given a set of input-output data

{ } ( ){ }1( ),..., ( ), , ;1m i i ix i x i y y i M= £ £x

if the underlying relationship is of the form

1 2( , ,... )my m x x x r= +

#�
�!��!��������� (6



2�������
�
2

( , )
1

1
( )

M

M N i k i
i

k
M

d
=

� �= -� �� x x

{ }
2

( , )
1

1
( )

2

M

M N i k i
i

k y y
M

g
=

= -�

( ) ( )M Mk A kg d= G +

( )  when Var r MG ® ® ¥

'�	��	����� ��� ��������
� 	��� �������� ��� �	�
 ,�
���� � �	,��	
���
�����
� 
� ��� �
�,	�@��
 
� ��� �
���� ����� �����������
� 7�
����,�� �������� ��������� � �
��	 
� ������� �
�,	�@��
8

#�
�!��!��������� (9



�*����������
�3F>GH4
� ��������	��
��		�����

	�
� 0
�	�����
� -
1���
� ��������,����������������
� ���
������������
�	��������������
�
� %

���
��������������
��	��,����
� %

��������	� ���
��,�
,�������

� 9�	���������
�	����	����
�����
� �����������������

#�
�!��!��������� (;



.�2�����	����������
�������
���*������������� ���18������


%������
� Supervisor

Learning
MachineMLA

#�
�!��!��������� (<



����?����������=�
/�������0�����

�� ����� �� 	���
� ��� ��
� ��������� ����� �� ���

������
��I
 ��
���
�
 ��� ���
��� ��� ���� ��
��
	�����	� *3�
�3�
 a44 ���!��� ��� ��
���
� � ��
��� 
������
�� �� � ����� ����� � ��� ��� ��
���
�
�3�
a4 �������� �� ��� *�

 ���
��� !

�
�� 
� ��� �� ,�
1	��� ��� �
���	���� �� �����

� ��,�����	 -��� ������ ���
� 
� ���������	 -���
������ ���
� ,�����,	��

#�
�!��!��������� (>



2=<<

%�����	�-�������
��
0����	�0���
���

#�
�!��!��������� )?



<�� ����������	�/�����������

���

'
����������
�2	��������������
��,�
1	����
������1���1
����
��	���
���
1�����1	��
��,��� 0�
������,
�����
������,�������
�� � � �����������1


( ) 1,2 ,i iz f i Ne= + = �ix

#�
�!��!��������� )$



%-00+���
������
�

.����,�������
� 7-����A����8��


���7@8��� �����
�����
��	 ���� ��	���+�

^ ( ) ( , )
( ) ( ) ]

( , )

z p z dz
f E z

p z dz

+¥

-¥
+¥

-¥

= = �
�

x x
x x x

x

where p(x,y) is a joint input-output distribution function
and is estimated using kernel density estimator
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(A)GRNN
(see nonparametric statistics, Nadaraya-Watson estimator). 

N – number of data; m – number of features 

(Presented this way by Specht in 1991)
#�
�!��!��������� ))



����������	��

����
������

������
����

�

������������

min)()/1( 2 ®-�
i

i
NET
i ZZN

The bestvalues of 

� i – kernel widths, are 
found with the help of a 
cross-validationby 
minimising the mean 
square error:

#�
�!��!��������� )*



%-00�=������� True function

Too large, oversmoothing

Too small, overfitting

Optimal

#�
�!��!��������� )6



������
��������������
����2=<<
• H����1���������������		+�

I �������������1
����������
�

• H�����		�1���������������	�������������������
��
�� ��������
+�
I ����������
���������������

• H����1����������
���
����

�������:�����1	��� � ���	������������

����������		�1��
��	������
���7���	�����8����
������		
+

1

1
( )

N

i
i

Z Z
N

Ù

=

= �x

2 2

2 2if    1,    then   exp 1
2 2

i in i in

i i

x x x x

s s

� �- -
	 - 
 »
	 

� �

�

#�
�!��!��������� )9



%-00�	��������
����,�������
7���������������8

#�
�!��!��������� );



%-00�	��������
��������
��,�������
7�����	��
���
��2 �
�����
������������	�E8

#�
�!��!��������� )<



����
�����
�����������.��������2=<<J�

��������������������
�3�������

������
4�
!��	���������������������@������������A�

��������	�������

#�
�!��!��������� )>



�!�

� 8������?��	���������������������<��!��/

#�
�!��!��������� *?



����+�����7�
,8����������	���7�
��8�
������
����,
���������������������

#�
�!��!���������
*$



.����������!����������������	����	���������+�KG:L�: ��������

Model Cross-Validation 
error

Sigma values (metres)

� x � y � z � Zshuffled

3D 419 7011 7601 192

4D (3D+Noise) 420 6949 7474 191 4135
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Sigmoid function

1
( , , )

1 exp( ( ))
g b =

+ - +
w x

wx b

2

Gaussian function:

( , , ) exp( )g b b= - -w x x w

Fourier function

( , , ) sin( )g b b= +w x wx

,    where ( ) is the output matrix of a hidden layerij i j jH y H g bb
Ù

= = +x w
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Training error:  0.013
Testing error: 0.017

Variography of Ni: 
Estimated nugget ~ 0.013 
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